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Resumen

problema de teoria de mimeros planteado por L. Collatz en 1937 genera series
néricas (Series de Hailstone) que presentan comportamiento complejo dificil de
terizar en forma analitica. Se presentan los resultados de aplicar técnicas para el

btenidas a partir de nimeros

isis de Sistemas Dinamicos No Lineales, a series 0
. 50 150 . . A
y 1x10™, con el objetivo de identificar patrones

nteros aleatorios entre 1x10
aracteristicos en dichas series.
labras clave: Series de Hailstone, Mapas de Recurrencia, Analisis de Gramaticas.
1. Introduccién.

nocimiento ¥ Clasificacion de Patrones son Teorias ¥y

Tradicionalmente, El Reco

Técpicas que se aplican para estudiar si en algin tipo de “gefales” o datos registrados de

alguna forma, se¢ pueden encontrar Patrones o clases de Patrones. Normalmente s€
i los resultados de €s0S analisis nos dan

-presupone Y € sabe de su existencia ¥

‘informacion o moS e estan atras de esas sefiales. Existen
cierto tipo de situaciones © analizan en esie trabajo, efl donde
posiblemente las técnicas de analisis de patrones nos ayudan a entender cuales son 10s
mecanismos o fandomenos que pueden existir o no, en estas series matematicas. Nuestro
interés es aplicar las técnicas modernas de reconocimiento de patrones, €n especial las
del estudio de los sistemas dinamicos no lineales, para conOCer un poco mas estas series

" numéricas, ya que las técnicas analiticas hasta ¢l momento nos han dado muy pocd
- informacion.

hablan de los fenomenos qu
omo las que s

A pesar de que sC han desarrollado una gran cantidad de trabajos sobre ¢l Problema de
jé cido como Series de Hailstone, Algoritmo de Hasse, Algonitmo
dicho problema [1, 2} la

Collatz, (también cono

de Siracusa entre otros pombres) no ha sido posible resolver
ta con la dificultad para
numeéricas que genera. El

simplicidad de las reglas matematicas del mismo, contras
estudiar en forma analitica el comportamiento de las series
sea el algontmo definido

e problema de Collatz se puede plantear de 1a siguiente forma,
por la funcion h: N >N sobre el conjunto de los enteros positivos:

n .
L2  si n e par

h(n)=y 2
4l si n es impar
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donde n es inicialmente cualquier entero positivo. Para generar 1a secuencia sea h*(n)
la kth iteracion de k(n). Una secuencia de niimeros de Hailstone es generada mediante:

un ciclo de retroalimentacién donde:
B*(n)=h(h*"(n)) para ke N

y puede ser representada como
Hm) =t k=123 ..

Ejemplos de conjeturas sobre el comportamiento de estas series que no ha sido posible
demostrar en forma analitica son: que para todo NUMmero entero se genere Una secuencia
que converge a 1, y que existan ciclos caracteristicos de mimeros en la Seric de
Hailstone [2]. La dificultad de este problema llevo al matematico Paul Erdds a afirmar:
“Mathematics is not yet ready for such problems "1, 2). .

Se ha comprobado numéricamente que el algoritmo genera secuencias de nimeros que
convergen a | para todos los nimeros iniciales  (enteros  positivos)
<3x2% =2.702x10% [3]. El que se pueda generar secuencias de numeros que
presentan un comportamiento complejo a partir de un algoritmo simple, y que no hay
sido posible caracterizar dichas secuencias de numeros en forma analitica, es lo que ha"
motivado el presente trabajo, en el cual se aplican técnicas utilizadas para el analisis de-
seties de tiempo de sistemas dindmicos no lineales a las secuencias de numeros, .
obtenidas mediante el algoritmo ya descrito, que son tratadas como si fuesen series de
tiempo generadas por un algoritmo determinista [4, 3]. El objetivo es estudiar un
conjunto de pardmetros € identificar patrones, que caractericen a las Series de-
Hailstone.

2. Téenicas de Analisis.

En esta seccién se describen las técnicas que se utilizaron para el estudio de las Series
de Hailstone. La primera técnica utilizada fue el Analisis de Mapas de Recurrencia, la
cual genera un mapa (patrén) de la serie numérica. E!l mapa es una representacion -
grafica de la integral de correlacién y hace posible visualizar la dependencia temporal y ..
espacial de los datos utilizando una medida de distancia euclidiana entre los datos de la -
serie que es vista por medio de una escala de grises. El Mapa de Recurrencia permite
detectar graficamente (ver Figura 2'y 3) patrones escondidos y cambios estructurales en -
los datos, o identificar similitudes entre patrones de diferentes series, a su vez permite -
calcular los siguientes parametros: Recurrencia, Determinismo y  Entropia de Shanmon

[5, 6, 71; los cuales son descritos a continuacion:

Porcentaje de Recurrencia. Permite medir el grado de recurrencia (periodicidad y -
estructura) entre los datos de la serie, que es indicativo de patrones repetitivos en la -

misma {5, 6].

Porcentaje de Determinismo. Permite medir el grado de determinismo en el sistema, por
medio del analisis de mapas de recurrencia [5, 6].




Andlisis de patrones aplicado a tecria de nimeros: Collatz 351

'p'_z’;a: de Shannon. La entropia de Shannon, es una medida de la cantidad de

rmacion que se obtiene al tomar una medida para especificar el estado del sistema

fra técnica utilizada fue el Analisis de Gramaticas, la cual genera reglas de
duccién para la serie numérica. Fl Andlisis de Gramaticas consiste en la generacion
una gramatica libre de contexto en la cual el conjunto de simbolos terminales (reglas
p;dduccién), representa la diferencia entre valores contiguos de la seric numérica. De
sta: forma, si una parte de la serie presenta el mismo comportamiento en repetidas
siones, éste quedara representado por una sola variable de la gramatica, esta variable
1 vez, puede formar parte de la definicion de otra variable y asi de manera recursiva.
generacion de gramaticas a partir de una serie de tiempo permite dar una medida de

1) en la cual, a mayor nimero de reglas de produccion

mplejidad (computaciona
ecesarias para generar una gramatica, mayor es la complejidad de la serie numérica [8,

1_3. Generacion de las Series Numéricas.

e construyeron series de nameros a partir de semillas generadas en forma aleatoria.
as series de tiempo utilizadas cotresponden a semillas dentro del rango de 1X 10 a
1}{10‘50 , en dicho rango el nimero de datos para cada serie varia entre 1000 a 5000
datos. Se seleccionaron al azar 10 series por cada incremento de 1000 de tal forma que
‘se obtuvieron 5 grupos de 10 series cada uno. Los extremos del conjunto de 50, fueron
series numéricas con 1067 y 5978 datos (ver Figura 1).

“Para calcular el mapa de recurrencia y los parametros derivados, se tuvieron que
- recortar las Series de Hailstone ya que las fluctuaciones de la secuencia de numeros son
considerables (varios érdenes de magnitud entre valores contiguos) y ¢! tamafio de los
valores ¢s sumamente grande (por gjemplo: miimeros enteros del orden de 10" ), el
recorte se hizo en funcién de evaluar la serie y observar a partir de qué valor era posible
calcular numéricamente el mapa de recurrencia y sus parametros asociados, lo mismo se
hizo para el calculo de las reglas de produccién de graméticas. Finalmente, ¢l conjunto

de 50 series tenia entre 331 y 755 datos por serie.

Una muestra de las series, formada por una de cada grupo, fue recortada nuevamente
hasta quedar con los iltimos 100 elementos, y se les aplico el Analisis de Mapa de
Recurrencia y de Gramaticas, para estudiar el comportamiento de las series a diferentes
escalas. La Figura | muestra un ejemplo de una Serie de Hailstone.
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Figura 1. Grdfica de Serie de Hailstone generada con valor de semilla=500.

4. Analisis de los Resultados.

Fl Mapa de Recurrencia genera un patron caracteristico en el cual se observa que las
fluctuaciones de varios Grdenes de magnitud de los datos dominan. Lo interesanie €s
que dicho patron se repite para diferentes segmentos de la serie, lo que indica un
comportamiento de autosimilitud en la sene, es decir, para diferentes escalas de las
fluctuaciones de la serie el mismo patron se repite a lo largo de 1a misma. Esto, ademas
de proporcionar urn nueve patrén pard caracterizar las Series de Hailstone nos indica que
basta analizar un segmento de la serie para estudiar el comportamiento de su totalidad,
las Figuras 2 y 3 muestran ¢l patron generado con ¢l Mapa de Recurrencia y ¢Omo s

similar para diferentes series.
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. 0 46 SN ) 0 Ba i
Figura 2. Mapa de Recurvencia de Serie de Hailstone de 644 datos para los ultimos
100 datos.

028 M 48 S8 6 78 WD 90 ,
Figura 3. Mapa de Recurrencia de Serie de Hailstone de 509 datos para los wltimos
100 datos.
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La Tabla 1 muestra los resultados obtemidos (promedio, desviacién estandar, valor
maximo y minimo) del célculo de los parametros de Rec
Entropia de Shannon y el Namero de Reglas de Produccidn par

seleccionadas para realizar este trabajo.

E. Bautista-Thompson et al.

urrencia, Determinismo,
a las 50 series numéricas

Recurrencia Determinismo , # Reglas de
(%) (%) Entropia (%) Produccidn
Promedio 97,363 96,296 6,306 15,86
Desviacion | 3 4531195 3.92280357 024648981  |5,27995826
Estandar _
Valor 99,805 99,089 6,490 32
Mdaximo
Valor 86,476 85,629 5,594 8
Minimo

Tabla 1. Parametros obtenidos del Andlisis de Mapas de Recurrencia.

La recurrencia promedio es cercana al 100%,
patrones repetitivos. El determini
jo estructurado del mapa, esto in
entropia de Shannon es de 6.
poseer un comportamiento
obtenerse de una medicién en la seric de tiemp
complejo de la serie (fluctuaciones de varios Ordenes de magnitud y a

comportamiento

smo también es cercano al 100%,
dica que el generador de la sefial es determinista. La
3% en promedio, la en

determinista, la ganancia en informacion que puede
o es pobre, consecuencia del

diferentes escalas a lo largo de la serie).

Con respecto al andlisis de gramaticas, se encontrd que el numero
medio aproximadamente 16 reglas, (el nimero maximo de
series fue de 32) en comparacién con analisis de

produccién no es alto, en pro

reglas de produccién para las

gramaticas realizados a di
electroencefalograma ECG:
1o cual indica que la Serie de Hailsto
embargo se observa lo siguiente: la Fig
de 1a cantidad de reglas de produccion g
de la serie de Hailstone (ver la Figura
gencracién de reglas de produ
diferentes segmentos de la serie

VEISO

Figuras 6 y 7 para los tltimos 100 datos de la misma serie.

esto indica que hay un alto grado de
lo que se refleja en

tropia tan baja indica que a pesar de

s tipos de series de tiecmpo (por gjemplo, seric de
82 reglas, serie economica de Down Jones: 65 reglas) [190],
ne posce una complejidad computacional baja. Sin
ura 4 muestra que OCUITE Un crecimiento rapido
eneradas, lo que corresponde a las fluctuaciones
5), vy posteriormente disminuye el ritmo de
ccibn. Este mismo comportamiento se repite para
de tiempo (autosimilitud), tal como s¢ muestra en la

de reglas de
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Figura 4. Grdfica de la evolucion de las Reglas de Produccion para la Serie de
Hailstone con n = 557 daios.

1.00E+0 18
8,005+017-«’
6.005+o17..%r
1l i
= +017 o ‘ ‘? T h
.
oot Al AT
i olatelle #lTLTel igle 1"y 8 M
|l e g
0.0CE+( 00
! 100

Figura 5. Grdfica de la Serie de Hailstone con n = 557 datos. primeros 120 datos.
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Figura 6. Grdfica de la evolucion de las Reglas de Produccion para la misma Serie de
Hailstone de 357 datos tomando los ultimos n = 100 datos.
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Figura 7. Grdfica de la Serie de Hailstone de 557 datos tomando solo los ultimos
n = 100 datos, se muestran 50 datos.

5. Conclusiones.

Se probo en forma experimental que series numéricas con comportamiento no suave
(fluctuaciones de varios drdenes de magnitud, convergencia lenta) que son dificiles de
estudiar en forma analitica, pueden ser caracterizadas con técnicas de analisis no lineal
y s posible identificar patrones de comportamiento de dichas series.
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Mediante los Mapas de Recurrencia se identificd un patrén caracteristico que muestra
que la Serie de Hailstone es generada en forma determinista y que existe una estructura
que se repite a lo largo de la serie, dicha estructura consiste en las fluctuaciones de
varios érdenes de magnitud las cuales dominan en la generacién del patrén, dicho
comportamiento se observa para diferentes escalas a lo largo de la serie; esto €s un
fenomeno de autosimilitud.

Analizando los resultados de las series no se observé relacién alguna entre la semilla
generadora de la serie y los patrones encontrados, es decir los Mapas de Recurrencia
son similares para todas las seres.

A pesar de que las series poseen ui alto grado de recurrencia y determinismo y baja
complejidad computacional (expresado en el bajo nimero de reglas de produccion), las
fluctuaciones extremas de las series ocasionan la baja Entropia de Shannon observada.

Los resultados en general nos indican que es posible utilizar técnicas de analisis no
lineal, en el estudio de estas series numéricas y el hecho de que existan fenémenos de
autosimilitud, alta recurrencia y determinismo y baja complejidad computacional son
resultados importantes que no se tenian con el estudio exclusivamente analitico de El
Problema de Collatz. '
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